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The many-body problem:
Electrons in solids

Energia cinética dos elétrons
Interação elétron-íon Interação elétron-íon

Energia cinética dos íons Interação íon-íon
𝑅𝐼 → posição do I-ésimo íon

Ԧ𝑟𝑖 → posição do i-ésimo elétron

𝑒2 → Τ𝑒2 (4𝜋𝜖0)



Elétrons livres e independentes:
• Livres: Não fortemente ligado aos núcleos
• Independentes: não interagem entre si (nem com os núcleos) 
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𝐻 = −
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2𝑚𝑒
∇𝑖

2

N problemas 
de 1 elétron!!!

(             )

Note que a forma do volume V deixa de ser 

relevante caso seja muito grande (i.e., muito maior 

que o pacote de ondas associado às minhas 

partículas). Assim, faremos 𝑉 = 𝐿3. 
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Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝐸(𝑘𝑥) 

𝑘𝑥 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental

Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



Mas, e qual serão as condições de 
contorno? Adotaremos condições de 
contorno periódicas (Born-von Karman) 
(Poderia adotar condições de contorno diferentes? 
Antiperiódicas? Fechadas?)

𝑒𝑖𝑘𝛼𝐿 = 1 𝑘𝛼 =
2𝜋

𝐿
 𝑛𝛼

𝑛𝛼 ϵ Z 

Exemplo: cadeia unidimensional

𝐸 𝑘𝑥 =
ℏ2

2𝑚𝑒
𝑘𝑥

2 =
ℏ2

2𝑚𝑒

2𝜋

𝐿

2

𝑛𝑥
2

𝑘𝑥 

𝐸(𝑘𝑥) 

Modelo de Sommerfeld: Estado Fundamental



• 𝐸𝐹 ≡ Energia que define o último nível 
eletrônico preenchido;

Um pouco de nomenclatura...
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• 𝐸𝐹 ≡ Energia que define o último nível 
eletrônico preenchido;

• 𝑘𝐹 ≡ o conjunto de vetores de onda 
cuja energia associada é 𝐸𝐹;

• Esfera de Fermi ≡ Conjunto de todos os 
vetores cujas energias associadas são 

E 𝑘 ≤ 𝐸𝐹;

• Superfície de Fermi ≡ Lugar geométrico 
definido pelo conjunto de todos os 
vetores de onda 𝑘𝐹.   

Um pouco de nomenclatura...
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Qual é a densidade eletrônica para um 
dado valor de 𝑘𝐹? Ou, dada a densidade 
eletrônica, qual é o valor de  𝑘𝐹? 
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• 𝑣𝐹 ≡ velocidade de Fermi (velocidade 
associada aos elétrons no nível de 
Fermi);

Um pouco mais de nomenclatura...
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• 𝑣𝐹 ≡ velocidade de Fermi (velocidade 
associada aos elétrons no nível de 
Fermi);

• 𝑇𝐹 ≡ Temperatura de Fermi (escala de 
temperatura associada à energia 
térmica para excitar os elétrons mais 
internos);

Um pouco mais de nomenclatura...

ℏ2𝑘𝐹
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 𝑚 𝑣𝐹
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𝑘𝐵𝑇𝐹 = 𝐸𝐹



Ashcroft/Mermin
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𝑛 = 2 ×
Ω𝐹

2𝜋3
Notem que

Teorema de Luttinger: O volume da 
esfera de Fermi Ω𝐹  (i.e. dos estados 
limitados pela superfície de Fermi) 
é constante e depende apenas da 
ocupação eletrônica, independente 
se o sistema é interagente ou não.
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𝑛 = 2 ×
Ω𝐹

2𝜋3
Notem que

Teorema de Luttinger: O volume da 
esfera de Fermi Ω𝐹  (i.e. dos estados 
limitados pela superfície de Fermi) 
é constante e depende apenas da 
ocupação eletrônica, independente 
se o sistema é interagente ou não.

Breakdown of the LT

Phys. Rev. B 104, 235122 (2021)
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휀 e 휀 + 𝑑휀 (por unidade de volume)
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𝐷 휀 =
1

2𝜋 3

𝑑𝑆

|∇𝜖(k)|

De um modo geral, a densidade de estados pode 
ser escrita como

Sempre que ∇𝜖 k → 0, o integrando diverge, 

logo a integral pode ou não divergir. Tais 
divergências são especiais, e serão chamadas de 
agora em diante de singularidades de van Hove.

Pode se mostrar que em sistemas 2 e 3D temos 
pelo menos uma singularidade de van Hove.
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𝐷 휀 =
1

2𝜋 3

𝑑𝑆

|∇𝜖(k)|

De um modo geral, a densidade de estados pode 
ser escrita como

Sempre que ∇𝜖 k → 0, o integrando diverge, 

logo a integral pode ou não divergir. Tais 
divergências são especiais, e serão chamadas de 
agora em diante de singularidades de van Hove.

Pode se mostrar que em sistemas 2 e 3D temos 
pelo menos uma singularidade de van Hove.

𝐷 𝐸

Ex: Graphene (honeycomb lattice)
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𝑛𝐸 ≡ 𝑓𝜎 𝐸  
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Temperatura finita (𝑻 ≪ 𝑻𝑭)

𝐸𝑇 = #𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠 × 𝜖𝑇

𝑘𝐵𝑇𝐷 𝐸𝐹 × 𝑘𝐵𝑇

Notem que 

≪
3

2
𝑁𝑘𝐵

O valor exato é:

Isso explica a dependência linear no calor 
específico de metais

𝐸 = 𝐸0 + 𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

𝐸 = 𝐸0 + 𝐸𝑇
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Pergunta: Por que a FS do Cs 
é ligeiramente diferente dos 
demais metais alcalinos?
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Modelo de Sommerfeld: 
Temperatura finita (𝑻 ≪ 𝑻𝑭)

𝛾 ∝
𝑚∗

𝑚
≡ Massa efetiva do portador

Note que 𝛾 ≫ 1 para alguns compostos!! 
Em geral, compostos a base de 
lantanídeos e actinídeos apresentam 
(𝛾 ≫ 1) e, por isso, são chamados de 
férmions pesados.
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